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Matematicna orodja v fiziki in astronomiji Klasi¢na mehanika — Teorija

1. Uvod

Oce sodobne znanosti je bil Galileo Galilei (1564-1642), saj je postavil osnove so-
dobnega znanstvenega raziskovanja na podlagi eksperimentov in se v zgodovino znanosti
zapisal z mnogimi odkritji, ki so spremenila pogled na svet. Bil je prvi, ki je uporabil dalj-
nogled za opazovanje izvenzemeljskih pojavov. Z opazovanji kraterjev na Luni je pokazal,
da svet ni sestavljen iz popolnih krogel, na podlagi Venerinih men in krozenja Galileje-
vih satelitov okrog Jupitra pa je pokazal, da Zemlja vendarle ni v sredis¢u vesolja (in s
tem sprozil veliko nenaklonjenosti s strani Cerkve). Prvi se je zavedal, da mirovanje ni
absolutno — ¢e se zapremo v podpalubje ladje, ki se enakomerno giblje glede na obalo,
tega enakomernega gibanja z nobenim eksperimentom ne moremo zaznati: temu sedaj
pravimo Galilejeva invarianca. Galileo je raziskoval tudi kotaljenje kroglic na klancu in
s tem pokazal ekvivalen¢no nacelo — kroglice v gravitacijskem polju ne glede na sestavo
pospesujejo enako hitro.

Naslednji veliki korak je storil Isaac Newton (1643-1727), ki je soodkril tehnike
infinitezimalnega racuna, s katerimi je lahko v prelomnem delu Principia kompaktno
zapisal svoje tri zakone mehanike, ki predstavljajo osnovo Newtonove mehanike. Ideja
teorije je preprosta: ¢e poznamo zacetne polozaje in hitrosti delcev, lahko s podanimi silami
napovemo usodo vesolja v preteklosti in prihodnosti. Newton je privzel gravitacijsko silo,
ki pada z r—2 in z uporabo svojih zakonov teoreti¢no pojasnil Keplerjeve elipti¢ne tire
planetov. V tem sestavku bomo spoznali ravno osnove Newtonovih metod.

7 raznimi reformulacijami izvorne Newtonove mehanike, ki jim sedaj pravimo ana-
liticna mehanika, so lahko fiziki resevali vse Sirsi nabor problemov. Joseph Louis
Lagrange (1736-1813) je osnoval Lagrangevo mehaniko, ki se navidez popolnoma raz-
likuje od Newtonove mehanike — osnovana je na nacelu stacionarne akcije, ki pravi, da
se sistem razvija tako, da je akcija S = [ L d¢ stacionarna na variacijo poti. Pri tem je L
Lagrangeva funkcija, ki je razlika kineti¢ne in potencialne energije sistema, L =T — V.
Nacelo stacionarne akcije privede do Lagrangevih enacb gibanja, ki elegantneje opisujejo
probleme, kjer se pojavijo omejitve glede dovoljenih koordinat (recimo kroglica, ki pro-
sto drsi na ukrivljeni zici). Zatem je William Rowan Hamilton (1805-1865) razvil
Hamiltonovo mehaniko, ki pa je osnovana na Hamiltonovi funkciji H in pripelje do
Hamiltonovih enaéb gibanja.

Proti koncu 19. stoletja je fizika napredovala tudi na podroc¢ju termodinamike in elek-
tromagnetizma, toda zacele so se pojavljati mnoge neskladnosti s klasi¢cno mehaniko, saj
med drugim ni bila zmozna pojasniti energijskih nivojev atomov in ni pravilno napovedala
spektra termi¢nega sevanja. Razresitev nekaterih neskladnosti je prisla v zacetku 20. sto-
letja, ko je Albert Einstein (1879-1955) leta 1905 s svojo posebno teorijo relativnosti
razresil neskladnost transformacij pri klasi¢ni mehaniki in klasi¢ni elektrodinamiki, leta
1915 pa je z uporabo ekvivalen¢nega nacela vpeljal splosno teorijo relativnosti, ki sedaj
velja za teorijo, ki najbolje opisuje gravitacijo tudi v skrajnih rezimih. Na drugi strani je
Max Planck (1858-1947) z uvedbo kvantov elektromagnetnega sevanja (fotonov) uspe-
$no pojasnil sevanje ¢rnega telesa in sprozil razvoj kvantne mehanike, ki so jo fiziki
razvijali predvsem v 20. letih prejsnjega stoletja. Kvantna mehanika se je razvila v kvan-
tno teorijo polja, ki je vodila v standardni model interakcije osnovnih delcev. Kvantna
teorija polja in splosna teorija relativnosti pa nista zdruzljivi — njuna zdruzitev v teorijo
kvantne gravitacije ostaja odprto vprasanje.

Ceprav bi lahko nasprotovali ucenju klasi¢ne mehanike, ¢e$ da je to napacéna teorija,
ki narobe opisuje svet, so nenazadnje vse fizikalne teorije le modeli, ki imajo omejen obseg
veljave. Klasiéna mehanika izredno dobro opise dogajanje vse od atomov do galaksij,
poleg tega pa tudi naprednejse teorije uporabljajo analogije iz klasi¢cne mehanike, zato se
je vredno nekoliko pomuditi in ob¢udovati napovedno mo¢ teorije.



Matematicna orodja v fiziki in astronomiji Klasi¢na mehanika — Teorija

(a) Galileo Galilei (b) Isaac Newton (c¢) Joseph Lagrange (d) William Hamilton

Slika 1: Predstavniki razvoja klasicne mehanike.

2. Inercialni opazovalni sistemi

Opazovalni sistem je koordinatni sistem s koordinatami (¢, z,y, z), kjer si predsta-
vljamo, da razdalje merimo z idealnimi ravnili in Case z idealnimi urami. Obstajajo opazo-
valni sistemi, v katerih je gibanje delcev najpreprostejSe: to so inercialni (nepospeseni)
sistemi. Ce se nek opazovalni sistem premika enakomerno glede na nek inercialni sistem,
bo tudi ta sistem inercialen. V inercialnih sistemih se bodo tockasti delci, ki so na dovolj
velikih razdaljah in med sabo ne interagirajo, gibali enakomerno po premicah, kot pravi
1. Newtonov zakon:

Vsako telo se v odsotnosti zunanjih vplivov giblje enakomerno po premici.
V neinercialnih sistemih je gibanje tezje obravnavati, saj se pojavijo sistemske sile, ki jih

bomo podrobneje spoznali v poglavju 8.

3. Kinematika enega delca

Obdelajmo najprej kinematiko tockastega delca. Tockasti se nanasa na lastnost, da so
dimenzije delca zanemarljive pri nasi obravnavi.

Naj bo r krajevni vektor delca iz nekega izbranega izhodisca. Kinematika obrav-
nava le koli¢ine, ki neposredno izhajajo iz krajevnega vektorja (ne vkljucujejo pa Se mase).
Delcu se krajevni vektor s ¢asom spreminja — pravimo, da se giblje po tiru r = r(t).
Definiramo hitrost

in pospesek

Pot delca je
s = /vdt, (3.3)

torej ds = vdt. Enotski tangentni vektor kaze v smeri tira:

-1
v

[9]
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S skice razberemo, da velja dT = Ndg, |
kjer je N trenutni enotski normalni vektor MdT =do Ny
na tir. Odvod po ¢asu je torej: T

'
[}
|
'
'
'

dT de¢ds v

kjer je R trenutni polmer krozenja in smo
uporabili definicijo kota d¢ = ds/R. Sedaj
uporabimo ugotovitve na tiru delca. Njegova
hitrost je:

r =T, (3.6)

njegov pospesek pa
2
. v
r=9T +vT =0T + EN' (3.7)
Vidimo, da lahko vsak pospesek razdelimo na pravokotna prispevka tangencialnega po-
speska v in radialnega pospeska v2/R. ! Definiramo $e trenutno kotno hitrost w in
kotni pospesek «:

_d¢  deds v
“Td T dsdt R (38)
dw

= —. 3.9
a=— (3.9)

Sedaj lahko radialni pospesek zapiSemo tako:

2
a = % = w’R. (3.10)

V primeru, ko se polmer krozenja ne spreminja (torej ko se telo giblje po kroznici), pa
lahko zapiSemo tangencialni pospesek tako:

ay =0 = aR. (3.11)

4. Dinamika enega delca

Ko se podamo v dinamiko, nas za¢ne zanimati Se, kako delci med sabo interagi-
rajo. Masa m je koli¢ina, ki opisuje dinamic¢ne lastnosti delca in se skozi potek casa ne
spreminja.

4.1 Gibalna koli¢ina
Gibalno koli¢ino p definiramo kot zmnozek mase delca in njegove hitrosti:
p =mv. (4.1)

Na delec lahko vplivajo mnogi dejavniki, ki jih povzamemo s pojmom sile. Na delec
lahko deluje mnogo sil F;, toda pomembna je le njihova vektorska vsota, ki se imenuje
rezultanta sil F:
F=>F.
K2

'Pazimo, da ne meSamo pojmov © = d|v|/dt in a = | dv/d¢ |.

[9]
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Celotno dinamiko sistema lahko spravimo v empiri¢ni 2. Newtonov zakon, ki pravi, da
v inercialnih sistemih gibanje delca opisuje diferencialna enacba

F =p. (4.2)
Ker je masa delca konstantna, pa lahko 2. Newtonov zakon zapisemo tako:
F = ma. (4.3)
Ce enacbo 4.2 integriramo po ¢asu, sledi izrek o gibalni koli¢ini:
t2
/t1 Fdt = p(t2) — p(t1). (4.4)

Integral na levi imenujemo sunek rezultante sil, tako da lahko izrek o gibalni koli¢ini
zapiSemo z besedami:

Sprememba gibalne kolicine delca je enaka sunku rezultante sil.

V posebnem primeru, ko je sunek rezultante sil enak 0, se gibalna koli¢ina ohrani. Ohrani-
tveni zakon lahko uporabimo tudi v primerih, ko je rezultanta sil kon¢na in ¢as neskonéno
kratek (recimo pri trkih).

4.2 Vrtilna koli¢ina

Definirajmo vrtilno koli¢ino:
L=mr xv. (4.5)

Zanima nas spreminjanje vrtilne koli¢ine s ¢asom:

L:m&(rxi’):mi'xi'—l—mrxf':mrxi‘:er.

Ce definiramo navor
Mi =TI X Fi, (46)

in rezultanto navorov:
M=> M;=rxF, (4.7)
i

lahko zgornjo ugotovitev zapisemo tako:

M = L. (4.8)

Opazimo ocitno podobnost z 2. Newtonovim zakonom. Podobno lahko tudi tu zapiSemo
izrek o vrtilni kolic¢ini:
to
Mdt = L(t2) — L(t1). (4.9)
t1

Sprememba vrtilne kolicine delca je enaka sunku rezultante navorov.

V posebnem primeru, ko je sunek rezultante navorov enak 0, se vrtilna koli¢ina ohrani.
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4.3 Energija
Definirajmo delo na delec, ki ga opravimo v ¢asu, ko delec prepotuje od ri v ra:
ra
A12 = / F -dr. (4.10)
ry

Uporabimo dejstvo, da dr = vdt in

%(UQ) c(llt (v.v)=2v-a.

Sedaj lahko delo zapiSemo tako (kjer mimogrede Se vidimo, da je mo€ podana s P =
F.-v=dA/dt):

r2 d 1 o, 1
A = F vdt = ma - vdt = fm :*mv27§m7}1,
ry

kjer je v; velikost hitrosti v tocki r;. Ce definiramo kineti¢no energijo

1
T= imUQ, (4.11)

lahko zgornji izraz zapisemo v sledeci obliki, ki ga imenujemo izrek o ohranitvi kine-
ti¢ne energije:
Alg =15 — 1. (4.12)

Opravijeno delo na delec je enako razliki kineticnih energij.

Ce sila deluje tako, da je delo Ajs neodvisno od ubrane poti (odvisno pa je le od
zacetne in koncne tocke), se taksna sila imenuje konservativna. To tudi pomeni, da je
delo po zakljuCeni zanki enako 0 (ker ¢e delec pustimo stati v neki tocki, bo opravljeno
delo 0, ¢e pa ga premikamo okrog in vrnemo v isto tocko, pa mora biti zaradi neodvisnosti
od poti delo tudi enako 0):

%F -dr =0. (4.13)

Primeri konservativnih sil so gravitacijska sila, elektrostatska sila in sila vzmeti. Izrek iz
vektorske analize pravi, da silo, ki zadosti enacbi 4.13, lahko zapisemo kot gradient neke
skalarne funkcije, torej lahko zapisemo:

F=_-VV. (4.14)

Funkcijo V(r) imenujemo potencialna energija. Negativni znak se v izrazu pojavi zaradi
dogovora (ker zZelimo, da sila kaze v smeri najveéjega padanja potencialne energije). Iz
enacbe 4.14 sledi, da je totalni diferencial potencialne energije enak:

dV = —F -dr.
Velja torej A1o = Vi — V5 in iz tega izrek o kineti¢ni in potencialni energiji:
T+ Vi =15+ Vs. (4.15)

V primeru konservativnih sil se vsota kineticne in potencialne energije ohranja.

Izraz T'4+ V imenujemo skupna energija £. Opazimo, da izhodis¢e potencialne energije
ni pomembno, saj za poljubno konstanto A velja V(V + \) = VV.



Matematicna orodja v fiziki in astronomiji Klasi¢na mehanika — Teorija

5. Problem sredis¢nega potenciala

Pomembna uporaba zgornjih spoznanj je v primeru, ko je potencial odvisen le od
oddaljenosti od izhodisca, V = V().

5.1 Redukcija na enodimenzionalni problem

Ker je v tem primeru sila F = —VV usmerjena proti izhodiscu, je vzporedna kra-
jevnemu vektorju in torej na delec v centralnem potencialu ne deluje navor. Sledi, da se
vrtilna koli¢ina ohrani:

L = mr x t = konst. (5.1)

Posebej to pomeni, da se ohrani smer vrtilne koli¢ine, toda, ker je vrtilna koli¢ina po
definiciji pravokotna na krajevni vektor, sledi, da se delec v centralnem potencialu giblje
le v neki ravnini. Za opis njegovega polozaja lahko uporabimo torej polarni koordinati r
in . Bazna vektorja se izrazata s kartezicnimi takole:

. [cosp . [—sing
= (sincp) ’ v= < Ccos ) ’ (5:2)
Njuna odvoda po casu sta:

i [—psing o A —(pCos EEPON
r—<¢cow> op, @ (_Sbsiw) QF. (5.3)

Sedaj lahko odvajamo krajevni vektor r = r in dobimo hitrost

=7+ i = (5.4)
= it + 1@ (5.5)

in pospesek
i = Ff + 7+ PP + PP + rpp = (5.6)

= (i = r* ) + (1 + 279) .

Sila je podana preprosto tako:

dVv
F=-VV=——r¢ .
v st (5.8)
s tem pa lahko zapisemo enacbo gibanja:
dVv
m(i — r?)E + m(rg + 279)@ = b (5.9)

Ker sta bazna vektorja neodvisna, dobimo dve enacbi (vsaka za svojo komponento). ¢
komponenta je Se posebej preprosta in jo lahko zapisemo kot odvod neke koli¢ine:

O I
0=rp+2rp = P (r go). (5.10)
Prepoznamo, da je koli¢ina znotraj odvoda ravno velikost vrtilne koli¢ine na enoto mase,
I =|L|/m =r%. (5.11)

Seveda se v nasem problemu ohranja, kar posebej jasno nakaze enac¢ba 5.10. ¥ komponenta

enacbe 5.9 se glasi
dVv

4 (5.12)

m(i — rp?) =
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in z vrtilno koli¢ino se lahko znebimo kolic¢ine ¢:

AV ml?

dr r3
Povzemimo postopek do sedaj: zaradi srediS¢nega potenciala smo spoznali, da se vrtilna
koli¢ina ohrani in nato smo uporabili ohranitev smeri vrtilne koli¢ine, da smo skr¢ili izvorni
tridimenzionalni problem na gibanje po ravnini, zatem pa smo uporabili ohranitev velikosti
vrtilne koli¢ine, da smo problem reducirali v enodimenzionalnega. Vse to nam je omogocilo
dejstvo, da se vrtilna koli¢ina ohranja — ohranitveni zakoni so ocitno v klasi¢ni mehaniki
vsekakor zelo pomembni.

Enacbo 5.13 lahko zapiSemo v sledeci obliki:

mr =

(5.13)

dVe
mit = — d:jﬁ, (5.14)
kjer smo uvedli efektivni potencial
mi?

Véff(r) = V(T’) + ﬁ (515)

Zapisimo Se izraz za skupno energijo, ki je tudi konstanta gibanja:

1 1 12 1

E = 5m(r"2 + 12 + V(r) = imv'"2 + % +V(r)= imf“z + Ve (7). (5.16)

Skupna energija zacetnega problema je torej enaka, kot ¢e opazujemo enodimenzionalni
problem, ki ga opisuje enacba 5.15, in za potencialno energijo uporabimo efektivni poten-
cial.

5.2 Gravitacijski potencial

Uporabimo sedaj standardni Newtonov gravitacijski

potencial E mi2
) A " 72
Vir)=——. (5.17) \
" Vet
Taksen potencial s K = GM proizvaja telo z maso M, ki \
je pritrjeno v izhodisc¢u. Efektivni potencial se glasi: \
A E>0
km  ml? \ AN
Veg(r) = ——+ —-. 5.18 S~ao
et (7) r 2r2 (5.18) 0 I L
Raziséimo osnovne lastnosti gibanja v takSnem potenci- — - E <0
alu v odvisnosti od energije F in vrtilne koli¢ine [ sis- pag Erin
tema. Kjer F < Vg, bi moral imeti delec negativno ,"
kineti¢no energijo T' = FE — Vg, za kar vemo, da se ne PR VAR
more zgoditi, zato takemu obmocju pravimo prepove- ' "
dano obmocdje.
Ve zavzame minimalno vrednost, ko Vg = 0, torej rmin = 2/k in Veg(rmin) =
—mk?/21%. Lo¢imo veé primerov:
(a) E = Eppm = —mk?/2%: delec je v tem primeru ujet na dno potenciala v rpiy,

saj je vse ostalo prepovedano obmodcje. Vendarle se njegov polozaj (enakomerno)
spreminja, saj ¢ = [/r?: tirnica je kroZnica.

(b) Fmin < E < 0: delec je ujet med 71 in ro, kjer Veg(r1) = Veg(re) = E. Njegova
radialna koordinata torej niha med periapsido r; in apoapsido ro, medtem pa se
seveda tudi njegova koordinata ¢ spreminja — kmalu bomo videli, da se delec giblje
po elipsi.
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(¢) E = 0: delec ima v neskonénosti kineti¢no energijo 0. Iz mirovanja v neskoncnosti
ga torej gravitacijsko polje spravi v gibanje do periapside 71, kjer je Veg(r1) = 0,
in nato odide nazaj v mirovanje v neskonc¢nosti — videli bomo, da se delec giblje po
paraboli.

(d) E > 0: delec ima sedaj v neskoncnosti pozitivno kineti¢no energijo. Situacija je
podobna kot pri prejSnjem primeru, le da bomo videli, da je tirnica sedaj hiperbola.

5.3 Oblika tira

Enacba 5.16 je diferencialna enacba prvega reda in jo lahko separiramo ter tako dobimo:

(5.19)

=3 | T

Ta integral je obicajno zelo tezko resiti. Namesto podatka o polozaju v odvisnosti od
¢asa r(t) raje najprej izrac¢unajmo obliko tira r(¢). Poleg tega namesto r raje uporabimo

spremenljivko
1
u=-—. (5.20)

r

Prepis$imo enacbo 5.13 z u (namesto r) in ¢ (namesto t). Najprej zapiSimo radialno hitrost:

dr dr 1 du du
/ —_—— = —]—. 5.21
u? dcpso dy ( )

dt ~ dg”

Upostevali smo ¢ = [/r? = lu?. Pospesek je

g = % <— j};) = —ljj;;gb = —l%ﬂj?;. (5.22)
Enacba 5.13 se torej z novimi spremenljivkami glasi:
—leUQ((f; = —% + mi?ud, (5.23)
Ce uporabimo Newtonski gravitacijski potencial V = —km/r, lahko zgornjo enacbo zapi-
semo tako: L iy
a2 (u - l2> . (5.24)

Taksno diferencialno enacbo pa ze poznamo: to je preprosto harmonski oscilator z zama-
knjeno izhodis¢no lego. Resitev obic¢ajno zapiSemo v obliki A cosp + B sin ¢, sedaj pa jo
raje zapisimo v obliki:

k
u—m = Acos(p — o). (5.25)
Obicajno orientiramo nase koordinate tako, da se periapsida zgodi pri ¢ = 0. V periapsidi
je w najvedji, torej mora biti ¢g = 0. Ce zgornjo enacbo obrnemo in vstavimo nazaj

r = 1/u, lahko rezultat zapiSsemo v obliki polarne enacbe stoznice:

a(l — e?)
= 7 5.26
o) = S L (5.26)
kjer
Al? 12
e= in  a(l—-é%)= T (5.27)
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Skupno energijo orbite lahko dobimo tako, da jo izracunamo v periapsidi, ko 7 = 0 in
r = a(1l — e). Poleg tega iz zgornje enacbe upostevamo 1% = ka(1 — €?).

1 12 E ka(l—e?) k k
/m 2 <T + 7“2) r 2a2(1—e)?> a(l—e) 2a (5:28)
Ker se energija ohrani, velja to tudi na celotni tirnici:
km
E=——. 5.29
o (5.29)

5.4 Keplerjevi zakoni

S tem smo izpeljali prvi Keplerjev zakon: telo se v Newtonovem gravitacijskem po-
tencialu giblje po stoznici. Izpeljemo pa lahko tudi drugi Keplerjev zakon, ki pravi, da
je ploscinska hitrost telesa v Newtonovem gravitacijskem potencialu konstantna. Deléek
ploséine, ki ga delec opise v ¢asu dt, je namre¢ podan s plos¢ino malega trikotnicka s
stranico r¢ dt in visino r:

ds = %r% dt. (5.30)
Sledi torej
as 1, I

kar pa ze vemo, da je konstantno. Sedaj izpeljimo Se tretji Keplerjev zakon. Ploscina

elipse je:
A =rmab = wa*V/1 — €2, (5.32)

obhodni ¢as pa je po drugem Keplerjevem zakonu:

2 )
po A _2matvli-—et  2m ogp (5.33)

1/2 ka(1—e?) Vk
Ugotovitev zapisemo tako:
a® GM
ﬁ - H. (5.34)

5.5 Problem dveh teles

V prejsnjih poglavjih smo obravnavali gibanje delca z maso m v fiksnem gravitacijskem
potencialu —GM /r, ki bi ga ustvarjalo telo z maso M v izhodis¢u. Sedaj si oglejmo Se
medsebojno interakcijo dveh teles in videli bomo, da lahko tudi takozvani problem dveh
teles prevedemo v problem enega telesa v sredis¢nem potencialu, ki smo ga ze obdelali
zgoraj. Imamo dve telesi z masama m; in mg, ki se medsebojno privlacita. Velja:

mit; = Fia,  mafs = Fa. (5.35)
Prvo enacbo delimo z my, drugo pa z msg in upostevamo Fio = —Fo;:
i = —Fa1/my, iy = Fa1/mo. (5.36)

Oznacimo relativni separacijski vektor z r = ro —r;. Ce prvo enacbo odstejemo od druge,

dobimo: ) )
m1 ma

10

[9]



Matematicna orodja v fiziki in astronomiji Klasi¢na mehanika — Teorija

Ce uvedemo reducirano maso

- (5.38)
a le + my +my’ ‘
lahko enacbo 5.37 zapisemo tako:
G
Fo = —— 22 — (5.39)
r
Enacbo delimo z p in dobimo
G G
o Glmitma),  CM (5.40)
r r

kjer smo uvedli skupno maso M = m; 4+ ms. Problem, kjer se dve masi gibljeta pod
medsebojnim vplivom po tirih r; in re lahko torej prevedemo na problem, kjer nas zanima
le separacijski vektor r, ki kaze iz izhodis¢a do mase u, ki se giblje v fiksnem sredis¢nem
potencialu V' = —ku/r, kjer k = GM — problem dveh teles je torej preveden v problem
enega telesa. Oba problema sta sedaj matemati¢no ekvivalentna in lahko vse sklepe upo-
rabljamo tudi tukaj, le da m nadomestimo z u, M pa z M. Keplerjev zakon se torej
glasi:

a’ ~_ GM

a =M A1
o= (5.41)

kjer je a velika polos relativnega tira (za katerega vemo, da je tudi elipsa). Kot zgled
zapisimo Se izraz za energijo:

1, GMp . GMy
E—Q,Lw - = T (5.42)

kjer je r relativna oddaljenost in v relativna hitrost. Iz zadnje enacbe sledi uporabna
enacba vis-viva, ki povezuje hitrost gibanja in relativno oddaljenost med telesoma:

v?2 = GM (2 — 1) (5.43)

r a

6. Dinamika sistema delcev

Obravnavajmo sedaj sistem tockastih teles, ki jih ostevil¢imo z indeksi 4.

6.1 Gibalna koli¢ina

Na ¢-ti delec deluje lahko neka zunanja sila FEZ) in ostali delci: j-ti delec deluje na ¢-ti

delec s silo F;;. 2. Newtonov zakon za i-ti delec se torej glasi:

p; =S F; +F". (6.1)
J
Ce sestejemo 2. Newtonove zakone za vse delce, dobimo:

d? z
@ z m;r; = Z Fz( ) + Z Fij (6.2)

7 2,7
i#j
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Ce velja? $ibki zakon akcije in reakcije oziroma 3. Newtonov zakon, Fi; = —Fj,
velja za vse pare delcev Fy; + Fj; = 0, torej se zadnja vsota v zgornjem izrazu izvrednoti
v 0. Definirajmo se teziSce ry kot z maso utezeno povprecje polozajev delcev:

_ Zznfn = Tty (6.3)
7 1%

Io

kjer je M = >, m; skupna masa sistema. S to definicijo in spoznanjem, da je vsota
notranjih sil (¢e velja sibki zakon o akciji in reakciji) enaka 0, lahko izraz 6.2 zapisemo:

d21'0

— =F0® 6.4

0 _ ), (6.4)
pri ¢emer je F®) = D FZ(-Z) rezultanta vseh zunanjih sil.

Ce sile zadostijo sibkemu zakonu akcije in reakcije, potem se teZisce sistema
giblje tako, kot da bi nanj delovala le rezultanta zunangjih sil.

Skupna gibalna koli¢ina je torej podana z

%

in velja splosna verzija izreka o gibalni koliéini:

Sprememba gibalne kolicine sistema je enaka sunku rezultante zunangjih sil. Ce
je rezultanta zunangjih sil enaka 0, se skupna gibalna kolicina ohrani.

6.2 Vrtilna kolic¢ina

Poskusimo podobno posplositev tvoriti Se za izrek o vrtilni koli¢ini. Za vsak delec
velja:

J

Ce posamezne vrtilne koli¢ine seStejemo, torej dobimo

L = Zri X FZ(Z) + ZI‘Z' X sz‘. (66)
( (2%
i#]
Ce velja sibki zakon akcije in reakcije, lahko zadnji ¢len zapisemo kot vsoto parov sledeée

oblike:
r; X Fji + r; X Fij = (I‘i — I'j) X Fji =TIy X Fji, (67)

kjer je r;; vektor med polozajema r; in r;. Ce so sile tudi centralne (¢emur pravimo moé€ni
zakon akcije in reakcije), potem vsi taksni ¢leni izginejo in ostane le:

dL i
== M), (6.8)

kjer je M@ = T X FEZ) rezultanta zunanjih navorov.

Ce velja mocni zakon akcije in reakcije, potem je sprememba skupne vrtilne ko-
licine sistema enaka sunku rezultante navorov. Ce je sunek rezultante navorov
enak 0, potem se skupna vrtilna kolicina sistema ohrani.

2V splo$nem ta zakon (recimo za magnetno silo) ne velja.
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Razstavimo sedaj krajevne vektorje na prispevek tezis¢a rg in polozaj delca r} v te-
ZiS¢nem sistemu:
/
r; =r; +7r) (6.9)

in (¢e zgornjo enacbo odvajamo)
Vi =V, + Vq. (6.10)

Skupna vrtilna koli¢ina je:

L= Zmz r; +1ro) X (Vi + Vo) =

d
:Zmiro X V0+Zmirfi X v;—l— (ng‘;) X Vg +rg X &Zmir;

Izraz ), m;r; mora biti enak 0, saj je sorazmeren s polozajem tezis¢a v tezis¢nem sistemu.
Sledi torej:

L=Mr0><vo—|—2mir;><v;:L0+L', (6.11)
i
kar pomeni, da lahko vrtilno koli¢ino razstavimo na dva dela: vrtilna koli¢ina tezisc¢a okrog

izhodis¢a Ly = Mrp X v¢ in vrtilna koli¢ina sistema v tezisénem sistemu L’ = >, m;r, x v/.

6.3 Energija

Tudi pri sistemu delcev lahko definiramo delo:

r2 ra ro 1
2:Zi:/r1 Fi-drizzi:/rl mivi-vidt:zi:/rl d(zmiﬁ). (6.12)

Ce vpeljemo kineti¢no energijo sistema
1 2
=5 Z mv;, (6.13)
i

lahko spet zapisemo izrek o kineti¢ni energiji
A12 =T5—-1T. (614)

Kineti¢no energijo lahko (podobno kot pri vrtilni koli¢ini) razstavimo na prispevek tezis¢a
in sistema v tezis¢nem sistemu:

1
T = szz’(vo+v§) (Vo +vy) =

:*Zml’uo—F me +vo - (Zmz )

Zadnji ¢len zopet izgine in ostane le:

1 1
T = §Mv§ +5 ;mivf =To+T. (6.15)

Kineticno energijo lahko torej zapisemo kot kineti¢no energijo teziséa Ty = %M v¢ in
kineti¢no energijo sistema v tezi$¢nem sistemu 7" = % S mivft

13
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Kot smo to naredili pri obravnavavi za en delec, bi lahko tudi sedaj v primeru konser-
vativnih zunanjih in notranjih sil, ki zadostijo mo¢nemu zakonu o akciji in reakciji, zapisali
sile kot gradient potencialne energije:

ng) = -V,V, Fji =—-VVij, (6.16)

kjer V; oznacuje gradient po koordinatah i-tega delca. Podrobno izpeljavo bomo izpustili,
zapisimo pa le koncni izraz za potencialno energijo:

V=>Vi+> Vi (6.17)
% i, ]
1<j

Skupna energija £ =T + V se tudi tu v primeru konservativnih sil ohrani.

7. Togo telo

Poseben primer sistema teles je togo telo, ki si ga predstavljamo kot mnozico veliko
delcev na polozajih r;, kjer se medsebojna razdalja delcev r; — r; ne spreminja.

Nayj se togo telo enakomerno vrti okrog dane osi s kotno hitro-
stjo w. Vektor kotne hitrosti w kaze vzdolz osi vrtenja tako,
da c¢e obrnemo desni palec v smeri vektorja w, se déli togega
telesa gibljejo v smeri ostalih prstov. Kot je razvidno na desni
skici, je hitrost dela togega telesa podana z v = wr’ = wrsind.
Usmerjena je pravokotno na os in r’, torej je podana z

V=wXT. (7.1)

7.1 Gibalna koli¢ina

Togo telo si predstavljamo kot zvezno tvorbo (sestavljeno iz
tako veliko delcev, da jih za praktiéne namene ne gre razlocevati). Zelimo zapisati di-
namicne koli¢ine iz prejsnjih poglavij (kot sta vrtilna koli¢ina in kineti¢na energija), kar
lahko naredimo tako, da vse znake Y, zamenjamo z integralom [ po vsem telesu, mase
m; zamenjamo z infinitezimali dm, koli¢ine, kot je hitrost v;, pa nadomestimo z zveznimi
funkcijami v(r).

Tezisce je torej podano z:

_ Jrdm
rg = f am .

Sedaj razstavimo gibanje togega telesa na gibanje njegovega tezisca rg in vrtenje okrog
tezisca s kotno hitrostjo w:

(7.2)

r:ro—l—r'

v:vo—l—v'

Vedno se zavedamo, da je izraz [r’dm enak 0, saj je sorazmeren s polozajem tezis¢a v
teziS¢nem sistemu.
Izra¢unajmo gibalno koli¢ino:

P:/vdm:/vodm—i—/vldm. (7.3)

Zadnji ¢len lahko zapisemo v obliki % [ r/ dm, torej izgine. Gibalna koli¢ina togega telesa
je torej enaka gibalni koli¢ini tezisca:

IZES /Vo dm = Mvy. (7.4)
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7.2 Vrtilna koli¢ina in vztrajnostni tenzor

Vrtilna koli¢ina je podana tako:

L:/rxvdm:/rx (w xr)dm:/[w(r-r)—r(w-r)]dm (7.5)
Zapisimo x komponento vrtilne koli¢ine:
L, = /wxr2 — z(Twy + Ywy + 2w,) dm (7.6)
L, zapisemo lahko v sledeci obliki:

Ly = Jpaws + Jypwy + Jopws, (7.7)

¢e definiramo
Jpz = /(r2 —z%)dm = /(y2 + 2%)dm, (7.8)
Jya = / —zydm, (7.9)
Jow = /—:L'Z dm. (7.10)

Podobno lahko definiramo koli¢ine J;; tudi za ostale komponente in z njimi sestavimo
matriko:

J@W?+2%)dm  — [zydm — [zzdm
J=| —f[aydm [(@®+22)dm - [yzdm (7.11)
— [xzdm —[yzdm  [(z?+y*)dm
Kompaktneje:3
Ji‘ = /((51 ‘7‘2 — T‘i’l“j) dm . (7.12)

To ni le tabela stevil, ampak se pri zasuku koordinatnega sistema komponente tudi ustre-
zno transformirajo. Vse matrike, katerih komponente se ustrezno transformirajo, imenu-
jemo tenzorji 2. reda. * Koli¢ini J zato pravimo vztrajnostni tenzor. Ce uporabimo
pravila za mnozenje matrik J in w, lahko izraz za vrtilno koli¢ino zapisemo v obliki

L=Jw. (7.13)

V splosnem zaradi nenicelnih diagonalnih elementov tenzorja J vektorja L in w nista
vzporedna, toda izkaze se, da obstaja taksna izbira rotacije osi, da ostanejo nenicelni le
diagonalni elementi J;., Jy, in J,.. Smeri tako obrnjenih osi zyz imenujemo glavne osi
in kazejo nekako v smereh najvecje simetrije. Ce imamo koordinatni sistem poravnan s
glavnimi osmi in kotna hitrost kaze v smeri osi ¢, potem je vrtilna koli¢ina podana z znano
formulo, kjer se pojavi le skalar Jy;.

3Tu je §;; Kroneckerjeva delta, ki je enaka 1 v primeru, ko sta znaka i in j enaka, in je enaka 0
sicer. Primer: dz» = 1 in d5y = 0.

4Pravilneje, tenzor tipa (r,s) je multilinearna preslikava, ki r dualnih vektorjev in s vektorjev slika
v realno Stevilo. Stevilo (r + s) imenujemo red tenzorja. Obi¢ajno identificiramo tenzor z njegovimi
komponentami, zato si ga obicajno predstavljamo kot (r + s) dimenzionalno tabelo, vendar se moramo
zavedati, da je tenzor sam po sebi geometrijski objekt, ki ni odvisen od izbire koordinat — ceprav se
njegove komponente spreminjajo z zasukom koordinatnega sistema, se sam objekt ne spremeni.
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Enacbo lahko odvajamo in ce je J;; konstanten, dobimo:

M = J;o. (7.15)
Zavedajmo se, da ta izraz v splosnem ne velja vedno, ampak le takrat, ko se telo vrti okrog
glavne osi (kar pa naceloma vedno velja v tekmovalnih nalogah).
7.3 Kineti¢na energija

Kineti¢na energija je podana z:

1 9 1 1 1 1
T—z/v dm—z/v-de—Q/(wxr)-dp—Q/w-(rxdp)—Qw-L. (7.16)
Kotna hitrost je konstantna, zato smo jo lahko postavili ven iz integrala. Sledi torej:

1
T= Jw Jw. (7.17)

Definirajmo se vztrajnostni moment okrog osi, katere smer je podana z enotskim
vektorjem n:

J:n-Jn:/(TZ—(r-n)Q)dm:/|r><n|2dm. (7.18)

Drugi enacaj sledi iz definicije 7.12 in nekaj aritmetike z indeksi, tretji enacaj pa sledi po
Pitagorovem izreku, (a-b)? +|a x b|? = (ab)?. Ugotovitev lahko lepSe zapiSemo z uvedbo
pravokotne razdalje od osi r :

J= /ri dm. (7.19)
Kineti¢no energijo, ¢e se telo s kotno hitrostjo w = wn, torej lahko (vedno) zapiSemo tako:

1
T= §Jw2. (7.20)

7.4 Steinerjev izrek

vevv

Zanima nas relacija med vztrajnostnim momentom okrog osi skozi tezis¢e in poljubno
vzporedno premaknjeno os. Naj rg oznacuje polozaj tezisca, r’ polozaj tock v tezis¢nem
sistemu in r = ro + r’ polozaj tock glede na poljubno izhodisée. Vztrajnostni moment
okrog tega izhodisca je:

J=/|r X n|2dm:/|(ro+r’) x n|?dm =
(7.21)

:/|r0 xn|? +2(rg xn) - (r' xn) + |t x n|*>dm = M|rg x n|*> 4+ Jy.
Srednji ¢len je izginil, ker f r’ dm = 0. Dobljeni izraz imenujemo Steinerjev izrek:

J = Jo+ Md>. (7.22)

Pri tem je d = |rg x n|? pravokotna oddaljenost nove vzporedno premaknjene osi od tiste
skozi tezisce.
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8. Neinercialni opazovalni sistemi

V neinercialnih sistemih Newtonova mehanika v zgornji obliki odpove. Njeno veljav-
nost pa lahko ohranimo, ¢e uvedemo sistemske sile, ki se v takih pospesenih sistemih
obnasajo kot popolnoma prave sile.

Naj bo A inercialni sistem in B neinercialni sistem, katerega izhodisce se (v sistemu
A) nahaja na ro(t) in so njegovi bazni vektorji (v sistemu A) podani z e;(t). Krajevni
vektor delca v inercialnem sistemu A lahko podamo v obliki

3

I'A:I‘()-i-I‘B:I'()—f—inei. (8.1)
i=1
Za hitrost in pospesek v sistemu A torej dobimo:
dI'A dI‘O d$z >
2 = 8.2
3 e s St 52
Pry d’rg S AP dz;de; <~ d%e;
= e +2 i . .
a2 ~ae * ; ae o Z at dt ;x at2 (8:3)

8.1 Vrtedi se sistem

Ce se sistem B vrti s kotno hitrostjo w glede na sistem A, velja (kar smo geometrijsko
pokazali v razpravi o togem telesu):

de;
dQQi . de; .
W:wxei—kwxdt —wxe +wxX(wxe) (8.5)
Ugotovitvi spravimo v enacbo 8.3 in dobimo:
d?ry  d%r 3. A2z, 3. dx 3 ) 3
o w e ame g Y wiw X e+ ) miw X (w X e) =
i=1 i=1 i=1 i=1

=ayt+apt+22wxvptwxrpg+wX (wxrpg),

kjer se koli¢ine z indeksom B nanagajo na koli¢ine, izmerjene v sistemu B. Ce pomnozimo
obe strani z m in se zavedamo, da v inercialnem sistemu velja 2. Newtonov zakon v obic¢ajni
obliki F = may ter odstejemo z desne vse ¢lene razen apg, dobimo nekoliko spremenjeni
2. Newtonov zakon (kjer sedaj spusc¢am indekse):

ma=F —may— mw X (wXr)—2mwXv—mwxr (8.6)
Po vrsti so to obic¢ajne (prave) sile F, inercialna sila F, = —may, centrifugalna sila
Feent = —mw X (w X r), Coriolisova sila Fco, = —2mw X v in Eulerjeva sila Fp =

—mw x r. Ce je sistem inercialen, se sistemske sile ne pojavijo. Ce se sistem vrti in delec
ni v izhodiséu, vlece delec navzven centrifugalna sila. Ce se sistem vrti in se delec premika,
ga pravokotno na tir vle¢e Coriolisova sila. Ce se sistem ne vrti enakomerno in delec ni
v izhodis¢u, pa ¢uti Eulerjevo silo. Ceprav so te sile le geometrijski defekti neinercialnih
sistemov, opazovalci te sile ¢utijo kot popolnoma prave (¢esar se dobro zavedamo, ko se
z avtom vozimo po ovinkih). Obi¢ajno radi delamo v inercialnih sistemih, saj se tam
sistemske sile ne pojavljajo, vCasih pa je prikladneje delati v neinercialnih sistemih in
upostevamo Se sistemske sile.
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[9]

9. Dodatno branje

e David Tong: Dynamics and Relativity.

e Herbert Goldstein: Classical Mechanics.

e David Morin: Introduction to Classical Mechanics.

o Janez Strnad: Fizika I.

o Igor J. Irodov: Problems in General Physics (prvi del).
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