Odvodi

Resitve

PETER ANDOLSEK
Januar 2024

1. Definicija odvoda

Naloga 1.1
(a) f/(z)=0 (e) f'(z) =na"!
(b) f'(z) =1 (f) f'(t) =10t -1
(c) f'(y) =2y (g) f'(0) =cosh
(d) f'(x) =32

2. Racunanje odvodov

Naloga 2.1 Izracunaj prve odvode sledecih funkcij:

a) f(x) = 1223 — 2122 , 33
@) Flo =12 = 2y 0 /@) = iy
(b) fl(x) = EN ] @) o) al
(¢) f'(z) =sinz + xcosx at? — 3
- 3
(d) f(z) = T () I'(¢) = 992 — 6012
;. Sinx —xcosw oy 1 102—1
© Fo)=—gmy— k) 02 = 52—
() f'(z) = 2z cos(x?) (1) 2/(t) =5t(2Int + 1)
(g) v'(z) = 3ke3® (m) f'(z) = —sin (z%e®) ze®(2 + )
) ¢ = absiny
a® 4 b* — 2abcosy
Naloga 2.2
(a)
F(x) = 500" —2 — 7272 09 (z) = 5.100! 4 7- 100! - 2101
(b)
f'(z) = %ﬁ—i— 6\2/7?336/2_1 — 2z
(c)
ay_
dez 77 da3
(d) . .
p(x) = —2ze™%; p'(z) =2 (222 - 1)
(e)
i) = s H) = — S
-1 (t2 —1)2
(f)
A= S =
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(2)

3.

Uporaba odvoda

da cos "y
dy g—z — sin?y
v matematiki

Naloga 3.1 y=—4x -1

Naloga 3.2 f'(z) = 322 + =

(minimum).

Naloga 3.3 z = 1o

4. Lokalna ekstrema sta x = 1 (maksimum) in z = 4/3

Naloga 3.4
. [e* . e’ . [e”
@ Jim [ ] = im 5] = Jim [ ] ==
(b) lim si;a(ww) ~ lim 7 cos(mw) .7
w——4 w* — 16 w——4 2w 8
in(2 722 -2 2 cos(2 14z — 2
(c) lim sin(22) + 72 ® — lim cos(2z) + 142 = ne obstaja
250 22(z+1)2 2—0 423 4+ 622 + 22
3 In(1+3 3
(d) lim [tln <1+>} = lim [M} — lim [ ] -
t—00 t z—0t T z—0+ |1+ 3z
. T . T T
(e) il_)ml {(a: — 1) tan (2@“)} = %E}% :ttan (23: + 5 } =
= —lim [t cot (Wwﬂ = —lim f = — lim cos? (Trt> g = —g
t—0 2 t—0 ™ — 2 T
tan (2x)
. - Vz . In(e"+x) B et 1] B
(f) xh_)ngo [e” 4+ ] /" = exp LIET;O . = exp xh_)nolo el exp(l) =e

Naloga 3.5
(a) Dy = (0,00).
Ni¢la je vz =1.

Kox—0, f—0.

(b) f'(z) = (Inz)*+2Inz.
Stacionarni tocki: maksimum v z = e™“ in minimum v x = 1. Interval narasc¢anja
(0,e 2] U [1,00), interval padanja [e=2, 1].
Koz — 0, f/ — oc.
Ko z — oo, f — oo.

_21nz

(e) f"(=)

T

Prevoj je vz = e~ !. Interval konkavnosti (0,e~!], interval konveksnosti [e~

2

Koz — oo, f — o0.

1 00).
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Naloga 3.6 ¢'(z) = ———

4. Uporaba odvoda v fiziki

Naloga 4.1
d__ B
g (1-p2)3/2
D, = (—1,41), toda ker je hitrost vedno nenegativna, se omejimo na [0,1). Funkcija

venomer narasca, poleg tega pa 7/(0) = 0, pri 8 = 1 pa naraste preko vseh mej. Velja Se
7(0) = 1.

02 04 06 08 1

Naloga 4.2 Podobno kot pri kinematiki lahko trenutno hitrost reakcije izracunamo z
odvodom:

v(t) = é(t) = —kege ™ = —k ¢(t).

Kemiki sicer zahtevajo, da je hitrost vedno pozitivna (torej v nasem primeru kcoe ),
ampak to je precej nesmiselno, saj s tem izgubimo kljucen podatek: ali se koncentracija
snovi povecuje, ali se zmanjsuje.



Matematicna orodja v fiziki in astronomiji Odvodi — Resitve

Naloga 4.3 * Vpeljimo brezdimenzijski parameter

y— he
NET

tako da se znebimo odvecnih konstant. Preostane nam:

ud

et —1’

By =K

kjer je K sestavljena iz nekih konstant (njene vrednosti ne bomo potrebovali). Zahtevamo:

dB) _ K5u4(e“ —1) —uBe

0= du (e —1)2

Mnozimo z imenovalcem ulomka, nato pa terjamo, da mora biti preostali izraz 5ute® —
5u — uSe® enak 0. Preoblikujemo:

u=>5(1—e")
To je transcendentna enacba in jo resujemo iterativno. Dobimo

he
= 4965114232, ..
YISk T

Velja torej:

h
AT’ = k—c —92.897771955... - 103 mK,
u

kar imenujemo Wienova konstanta kv .

Naloga 4.4 Spomnimo se definicij:

dB dB
w BT a

7Z veriznim pravilom lahko eno porazdelitev prevedemo v drugo, poleg tega pa vse pojavitve
A zamenjamo z c/v.

B, =

_dB _ dBdx dx  2mf 1 c 21

T T dadr . My B e /T 1 02 T @2 e/(RT) _ |

Pri tem smo se uporabili:

c d)\_ c

v’ dv 2

in zamolc¢ali negativen predznak, ki izvira iz tega, da se pri visanju frekvence krajsa valovna
dolzina.

Naloga 4.5 Gostota svetlobnega toka, ki jo prejema rob ceste, je

Vi 47T7”2 COs U,

kjer je 6 vpadni kot in r oddaljenost od svetilke. S skice razberemo:

h
. — /B2 4 g2
cosf = ey, r=1/h?+a?/4.
Torej:
P h

](h) = E(hz +a2/4)3/2
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:%:E(h2+a2/4>3/2_h,%(h2+a2/4)1/2'2h
dh 4w ]
(h2 4+ a?/4) —3h% =0

0

a
h=—"_
2v/2

Naloga 4.6  (a) Naj bosta A’ in B’ pravokotni projekcij tock A in B na ogledalo. Naj bo
C tocka odboja. Oznacimo |A’C| = x. Minimizirati zelimo ¢as, toda ker je hitrost
konstantna, lahko minimiziramo razdaljo. Potem velja:

D(x):m—l—rz:\/a%+a:2+\/a%+(b—x)2

0= dD T B (b—x)
dz \/a%—i—xQ \/a§+(b—a:)2
T b—=x
T
Sledi, da sta trikotnika AAA’'C in ABB’C podobna, torej sta vpadni in odbojni kot

enaka.
(b)

ct(z) = niry + nare = n1y/a? + 22 + nay/a + (b — )2

. dlet)  mz  m(b—w)
d \/a%—l—aﬂ \/a%—l—(b—x)Q
T b—x
ny— =ny
1 ro

n1sin 61 = ng sin Oy

Naloga 4.7 * Naj bo visina vode x. Visina tezisca je:

_ 2ma+ pa*z?/2

h*
(z) 5m + pa’x

_dh* pa*z(5m+ pa’z) — (2ma + pa*z? /2)pa’
T odx [--]

0 = —2ma + 5ma + pa’z?/2

0

0= -2+ 5u+ pu?/2; uw==z/a, p=pa’/m

" —54+/25+4pu
1
Za 1 > 1 vecino mase prispeva tekocina in zato pricakujemo, da bo tezisce najnizje, ko
bo na dnu ¢isto malo tekocine. Res, li_>m u=0.
H—>00

Naloga 4.8 (Mat. v fiz. in tehn.). Zapisemo enacbi gibanja v z in y smeri:
D = vyt cos

2
0= —%—i—votsinoﬁ—h
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V 2. enacbo vstavimo 1. enacbo, da se znebimo t:

gD?

—————+Dtana+h =0
2v80082a+ ne

. . . -« dD _ .
Parcialno odvajamo po « in upostevamo 32 = 0:

29 D?
-7 sina+ =0
21)8 cos’ a tan? o

Dobljeni izraz sedaj vstavimo v 3. enacbo te resitve:

2 2
—gu Y

I0_ L0 4 h=0
2sin“a g

Izrazimo « in se zavedamo, da se nahaja na intervalu [0, 7/2]:

} 1

Res, ko je h = 0, dobimo znani rezultat oo = 45°.

Naloga 4.9 * Kosinusni izrek implicitno odvajamo po A:

do
— cosd = sin € cos S cos A
dA p
dé  sinecos/3cos A
dx cos
kjer smo v zadnjem koraku vstavili sinusni izrek.
Za rektascenzijo pa implicitno odvajamo sinusni izrek po A:

= sin € cos «,

Q
———sinacosd — — cosasind = — cos 3 sin A
dA dA
. . . ds
In vstavimo izraz za gy,
o . . 9 . . . .
D sinacosd — sinesind cos“ @ = — cos fsin A = —sin d sin € — cos d cos € sin «,

kjer smo v zadnjem koraku vstavili Se sinusno kosinusni izrek, saj je tako koncni rezultat
elegantnejsi. Enacbo preuredimo v

da sin avtg 4 sin € + cos
— =sina ine €.
A &

Naloga 4.10 ** Naj bo a k6t med zveznico Sonce-Venera in Venera-Zemlja, Rz = 1,00 AU
radij Zemljine in Ry = 0,723 AU radij Venerine tirnice. Zanima nas delez osvetljene
povrsine Venere. Navidezno povrsino lahko sestavimo iz polkroga in polelipse, kot kaze

skica: ) . . )
A 7'('5 n WRRsmé90 —a) _ 7'('? (14 cosa).
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Svetlobni tok je sorazmeren z navidezno povrsino (ker je povrsinska svetlost konstan-
tna) in obratno sorazmeren s kvadratom oddaljenosti: j o A/D?. Oddaljenost lahko
izra¢unamo iz kosinusnega izreka RZ = R%, + D? — 2Ry D cos a, torej

RY + D* — Ry

cosx = QR\/D

A 7R?(1+cosa)

I T 2D?

2 R%+D?*-R2
TR <1 + =m0

- 2D? X
_2RvD+ R} + D>~ R}
D3

Ce zelimo dobiti ekstrem (v nasem primeru maksimum), zelimo, da je odvod enak 0.

_dj _ (2D +2Ry)D® — 3D*(2RyD + R% + D* — R})

0=
do Db

0=2D?+2RyD — 6RyD — 3R% — 3D* + 3R% =
= —(D*+4RyD + 3R} — 3R%)

D = —2Ry +\/R% + 3R%

Od tega je fizikalno veljavna resitev le s pozitivnim predznakom, tako da dobimo D =
0,431 AU. Ostane nam le Se uporaba kosinusnega izreka, da dobimo

2 2 p2
COS€ = —RZ + D" - Ry
2DRy
€ =39,7°

Iluminated surface
seen by the observer Y

5. Diferenciali

Naloga 5.1 Lahko preprosto odvajamo po obic¢ajnih pravilih in nazadnje mnozimo z di-
ferencialom argumenta: df = f’(x)dz. Se bolje pa je dobiti obéutek, kako uporabljati
diferenciale same, kar naredimo z neposredno diferenciacijo:
_ 2 -1y _ -2 : _ i
(a) df =d(2*) —d((cosz)™") =2z dr — (—cos ?z)(—sinz) dzr = 2zdr — Z&% dz

(b) dw = e %" H47 (g4 — 22 4 4z) = "~ (423 — 20 4 4) dx
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(c) dh = d[In(22)] sin(2z) +In(2z) d[sin(22)] = 5- - 2dz sin(2z) + In(22) - 2 cos(2z) dz =
4z 5in(22) 4+ 21n(22) cos(2z) dz

oz

Naloga 5.2
Koeficient linearnega raztezka: o = %ﬁ
Koeficient prostorninskega raztezka: 5 = %%

% X . _ 1dV
Stisljivost: x = ~Vap
Proznostni modul: E = %%—7

Specifiéna toplota pri stalni prostornini: cy = % (%)V' Pri tem (---)y predstavlja

vrednost izraza pri konstantni prostornini.

Naloga 5.3 Imamo pV7 = ¢, od Cesar lahko vzamemo diferencial, da dobimo
dp V7 +pyV7 1AV =0
Po preureditvi dobimo izraz za izentropno stisljivost:

1dV 1
XS =" 7=
Vidp  p
Pri izotermni spremembi pa velja pV = ¢. Diferencial tega je pdV +dpV = 0, tako da
dobimo za izotermno stisljivost:

1dV 1

XT:—Vdfp:E:’YXS

Naloga 5.4 Tezni pospesek zapisemo s formulo:

GM
g(r) = 2

Za male spremembe Ar lahko spremembo Ag zapiSemo s priblizkom tangente:

Ag = @Ar = —LGMAT
dr r3
Za podatke G = 6,674-10" " m3 kg™ s72, M = 5,972-10** kg, R = 6400km in AR = 100 m
je s tangentnim priblizkom Ag = 0,0304gal. Od tocnega rezultata se razlikuje za le
23,4ppm, kar se pri nasi natanc¢nosti nikakor ne pozna. Uporabili smo enoto 1gal =
0,01 m/s? in simbol za parts-per-million: 1ppm = 107°.

Naloga 5.5 S podatki G = 6,674m®kg ts™2, M = 5,972 -10%*kg in t = 100 min dobimo
s 3. Keplerjevim zakonom a = 7140km. Sedaj namesto odstevanja skoraj enakih koli¢in
raje uporabimo diferenciale. Po 3. Keplerjevem zakonu:

GM
3 _ 2

“ = 472

M

3a2Aa:G—'2tAt

472
Aa_QAt

a 3t

7Z At = —1min dobimo Aa = —47,6 km. Od prave razlike, ki jo dobimo z dejanskim
odstevanjem, se razlikuje le za 1,67 %o.

Naloga 5.6
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(a) Ay =2|z| Az (d) Av= /5 Ah

(b) Ah = |v| At (e) As = |awsin(wt + 8)| At
2

(c) AD = [2=exal| Aq (f) Ar = Ae*Az

6. Odvajanje vektorjev

Naloga 6.1 Prva kolic¢ina je specificna kineti¢na energija planeta, druga pa njegova speci-
ficna vrtilna koli¢ina.
(a) ¥ 1
(b) k=FxiF4+rxi=rxi
7 uporabljenim dejstvom:

R:rxf:rx(ug)zo.
r

To je ravno izrek o ohranitvi vrtilne koli¢ine oz. drugi Keplerjev zakon.

Naloga 6.2 Sprememba sile je

F(t+dt)— F(t) = dF = (Awcoswt,2Bt,C) dt

7. Taylorjev razvoj

Naloga 7.1 Odvodi sinusa si zapovrsti sledijo: f(0)(z) = sinz, f(z) = cosz, f@(z) =
—sinz, fO(z) = —cosz, fW(z) =sinz, ...

Ko pridemo ponovno do sinusa, se zaporedje ponovi, torej s periodo 4. Ce zaporedje
evaluiramo v 0, dobimo zaporedje 0, +1, 0, —1, 0, ...

Torej za sinus dobimo vsoto:

> £(n)
sinx = Z f n'(o)xn —

_ 0 1 0 -1 0 v B
xr .73‘3 CCS 1)7
:ﬂ‘§+5‘w+“:

x2n+1

=3 (V" gy

Podobno, za kosinus dobimo vsoto:

1 0 -1 0 1 B
COSCL'—O' x—i—ﬁ +?x+§x+ﬁm+“'_
_xo 22 ph g6 g8 B
TR TR TR
0 2n
=312
nz:‘; (2n)!

Primer za e” je Se posebej preprost, saj vedno velja f(")(z) = e* in torej £ (0) = 1.
Sledi, da

20 2t 2?2 a3 2t 25 2

x
e a+—+—+§+—+—+g+

:nz:%m
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Naloga 7.2 Za strog dokaz n-tih odvodov bi v teh primerih lahko uporabili matemati¢no
indukcijo, toda tukaj se zadovoljimo s SibkejSo obravnavo in preprosto opazujemo vzorce.
Bralec lahko za vajo naredi rigorozen induktivni dokaz.

(a) f(z) =5 x,f’()lez,f”() e [(@) = oy, e (@) = =B

Iz tega sledi, da f(™(0) = n! in da je splosni ¢len enak a, = f(™(0)/n! = 1. Taylorjev
razvoj je tako

1 i 5
=) =z
R )

(b) V tem primeru je funkcija sama ze Taylorjev razvoj, toda poskusimo iti po enakem

postopku, kakor vsaki¢. f(x) = 1 — =z, f'(z) = —1, vsi vi§ji odvodi so enaki 0.
Velja torej f(0) = 1 in f/(0) = —1, torej sta ¢lena enaka ag = f(0)/0! = 1 in
= f’(O)/l! = —1, kot smo pricakovali.
(©) f(x) =3, f'(@) = —3, () = +3%, f"(z )= ' , oy [0 (@) = (=1)" 7, tore]
f™(1) = (=1)"n!. Splosni ¢len je podan z a, = ( )/n! = (—=1)", torej
1 oo
—=> (D -1)*
T ko
(d) f(z) = Inz, f'(z) = 1, .. Zatem so odvodi identi¢ni kot pri prejinji tocki, le
zamaknjeni v slede¢em smislu: za n > 1 velja f(z) = (- 1)"‘1%, torej
f™A) = (=) Y(n —1). Zan > 1 velja torej a, = f™(1)/n! = (-1)" 11 4n
ag = 0:
< (1)t S

lnx:Z_T

k=1

:U—l Z 1—30

Naloga 7.3 Za majhne z lahko funkcijo dobro priblizamo z Maclaurinovo vrsto. Pri tem
potrebujemo f(0) =1, f'(x) = n(1+2)" ! in f/(0) = n. Sledi zelo uporaben priblizek:

(I+2z)"~1+42zn

Kadar to ne zadosca, moramo izrazu pridati Se visje ¢lene. Rezultat se imenuje binomska

ursta:
x
(I+x)" Z < )
k=0

kjer je () posploeni binomski simbol:

n\y nn-1)---(n—k+1)
k

Naloga 7.4 Gravitacijski pospesek od A je GM/(R—7)?, od C pa GM/R?. Njuna razlika

je plimski pospesek:
r\ 2 GM 2r 2GM
1——) -1~ |1+= —1|=2"—
( R) R { "R } RS

GM GM GM
(R—r)? R2  R?
Pri tem smo uporabili priblizek (1 4 z)" ~ 1 + nz.
Opazujmo sedaj najvecji plimski pospesek neke tocke na Zemlji zaradi Lune oz. Sonca.
Velja a, ¢ = 2GM¢ r/R( inape = 2GM@7°/R3 Njuno razmerje je podano z

apq _ 2GMqr/Ry Mg R\’ s
ap@ QGM@T'/R% RC( ’

To pomeni, da ima Luna ve¢ kot dvakrat vecji plimski vpliv na Zemljo kot Sonce.

ap:

10
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8. Parcialni odvodi

Naloga 8.1 Velja g—?; = aa® 1b%¢’ = aT/a in analogno tudi %—% = BT/b ter %—Z =~T/c.

Kot smo se naucili, lahko dobimo napako sestavljene koli¢ine s sledeco relacijo:
or . \* (or  \* (0T . \*
AT = —A —Ab —A =
W@a o) + () +(5e)
Aa, \? Ab, \? Ac,\?
() (o5 ()
a b c
Ce na obeh straneh delimo s T', dobimo odgovor:
AT Aa\? Ab\? Ac\?
= =\\a—) T {F=) +{r—
T a b c

Relativne napake se torej (utezene s potencami njihovih koli¢in) sestevajo v kvadraturi.
Pri w = /k/m = kY?m=1/2 imamo tako:

ERICIRICHE

Pri tem smo upostevali, da (—1)? = 1, tako da nismo pisali negativnega predznaka.

Naloga 8.2
(a)
e”siny
Vf=|xe*cosy
xe® siny

1

Va2 4+ y? + 22 z

V=

Naloga 8.3 Implicitno parcialno odvajamo po x. Pritem pazimo, da je z = z(x, y) funkcija
obeh parametrov:

2x sin(yg) + % + zed3? . 3?); + sin(zQ) . Zzg; =— gi

Preuredimo in dobimo implicitno izrazen parcialni odvod

9z 2z sin(y3) + 3
Oxr 6+ 2zsin(22) + 3xedw

Podobno implicitno odvajamo po y:

z? cos(y3) - 3y* + we 32; + sin(zQ) : ng; =3- 62;

Zopet preuredimo c¢lene in dobimo

dz  3-— 322y? cos(y?)
Oy 6+ 3xed” + 2zsin(22)

11
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Naloga 8.4 Izraéunamo oba mesana odvoda:
(a) % ay (%) (3x2y2+ 2) = 6%y + 2
oz (gg];) (2$ Y — ) 622y + 72y
(b) & 8y <g£> (— sin (y—Q) i 7209 ) = cos <§) o5 +sin (%) y% — 28253
9z (gg’;) oz (Sin (%) o — 42Ty’ + 10y9) = cos (g) & +sin (g) & — 2820y

® 8’@ Flo o

Naloga 8.5 Neposredno odvajanje v danem vrstnem redu bi nam utegnilo situacijo moc¢no
zakomplicirati. Po Schwarzevem izreku pa lahko parcialne odvode poljubno mesamo:
potrebno je le, da odvajamo trikrat po z in Stirikrat po y. Najprej odvajamo trikrat po x:

G = y*sin(2z) + 22 (y*° + cos( )
G, = 2y* cos(2z) + 2z(y cos( )
G = —4y*sin(2z) + os(y2>
Gazw = —8y* cos(2x)
Sedaj lahko le Se odvajamo stirikrat po y:

Gyyyrazy = Graayyyy = —8 - 4! cos(2z) = —192 cos(2z)

Naloga 8.6
(a) dz = 62 Zdr + § 9z gody =2z sin(6y) do + 622 cos(6y) dy

(b) df = 8mdav—i— dy—i—afdz— 1dx+§dy—%dz

Naloga 8.7 Najprej vstavimo y = sin(x2). Sledi preprosto:

%_d[2
der dx

2% sint(z?) — 2sin <x2)} = 2z sin*(2?) + 22 - 4sin3(2?) cos(:n2> - 2x — 2 - 2x cos (m2> =
= 2zy* + 823y cos (xz) — 4x cos (xz)
Pri tem nazadnje zopet vstavili Sin<$2) = y, lahko bi pa sicer tudi pustili vse izrazeno z .
Po drugem postopku uporabimo verizno pravilo z dejstvom, da % = 2z cos(z?):
d 0 0z d
é = 8—; + 8—;% = 23:3/4 + (4x2y3 —2)-2xcos (xQ) = 2xy4 + 823y cos (a:2) —4x cos (xQ)

Oba totalna odvoda se res ujemata.

Naloga 8.8 *
82—‘1] = - (n7r>2 2 sin (ma:) e tEnt/h — _ (mr>2 v
Ox? a a a a
ov .
S = ~iBn/hsin <Tx) e~ Ent/h — _ip, [h W
Rezultata vstavimo v Schrodingerjevo ena¢bo (na obmodcju (0,a), kjer V= 0):
ov h? 0w
th—=———
ot 2m 022
h2m2n?
" oma?
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