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Kompleksna stevila v fiziki mo¢no poenostavijo dolo¢ene probleme. Obsezno se upora-
bljajo pri obdelavi nihanj in elektromagnetizmu, saj skrajsajo pisanje in olajsajo izracune,
v kvantni mehaniki pa brez kompleksnih stevil sploh ne gre, saj je kompleksna tudi osnovna
enacba kvantne mehanike.

1. Imaginarna enota

Pogosto kompleksna stevila motiviramo s tem, da zelimo koreniti tudi negativna Ste-
vila. Drugace receno, zelimo resiti enacbo oblike

2> =—a, acRT.
Zavedamo se, da taka enacba znotraj realnih Stevil ni resljiva, zato bo potrebno uvesti
neko novo stevilo. To je imaginarna enota i (v elektrotehniki se uporablja j), ki je (ena
od dveh) resitev enacbe

2= —1. (1.1)

Druga resitev je seveda —i. Ce mnozimo 7 s samim s sabo, je rezultat periodicen s periodo
4:

Z’—5 i_4 i_3 7:_2 ,L'—l iO 7;1 i2 i3 Z'4 7:5

-1 | =1 | —2 1 - | 1| |=1]|—|1]|—1¢

Velja torej i = v/—1. Z uvedbo imaginarne enote lahko korenimo tudi ostala negativna
stevila:
V—a=+v—-1/a=1iva, acR".

Splosno stevilo oblike ia, a € R imenujemo imaginarno Stevilo.

2. Kompleksna Stevila

2.1 Algebrska oblika

Ce seStejemo poljubno realno in imaginarno stevilo, dobimo kompleksno Stevilo
oblike
z=a+bi; abeR. (2.1)

Stevilo @ imenujemo realni del in Stevilo b imaginarni del:

a=1Re(z), b=Im(z). (2.2)
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Mnozico kompleksnih $tevil oznac¢ujemo s C. Poljubno kompleksno stevilo lahko pred-
stavimo kot tocko oz. vektor na kompleksni ravnini, kjer na absciso nanesemo realni
del, na ordinato pa imaginarni del. Stevilo 3 + 2i geometrijsko predstavimo takole:

Kompleksni stevili sta enaki, kadar sta enaka njuna realna in imaginarna dela. Relaciji
vecji in manjsi za kompleksna Stevila nista definirani.

Zapisu z = a + bi pravimo algebrska oblika kompleksnega Stevila. Zelo je primerna
za sestevanje in odstevanje dveh kompleksnih Stevil:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i. (2.3)
Brez problema pa lahko tudi mnozimo, kjer upostevamo, da 2 = —1:
(a+bi) - (c+di) = (ac — bd) + i(ad + bc) . (2.4)

Pri deljenju uporabimo trik, pri katerem stevec in imenovalec mnozimo s ¢ — di:

a+bi  (a+bi)(c—di) (acH+bd)+i(bc—ad) ac+bd+ibc—ad
c+di  (c+di)(c—di) c + d? S 4d? T R +dr

(2.5)

2.2 Kompleksni konjugat

Trik se pojavlja tako pogosto, da definiramo konjugat kompleksnega stevila kot Ste-
vilo, ki ima enak realni, toda nasprotni imaginarni del. Oznadimo ga z zvezdico. Ce je
z = a + bi, potem je njegov konjugat enak:

Z¥=a—-bi. (2.6)

Geometrijsko sta konjugirani kompleksni Stevili simetri¢ni na realno os. Ce velja a + bi =
c+di, potem mora veljati tudi a—bi = c¢—di (saj sta kompleksni Stevili enaki natanko tedaj,
ko sta enaka njuna realna in imaginarna dela). To pomeni, da lahko konjugiramo celotno
enacbo in bo se vedno veljala. Konjugirano enac¢bo lahko dobimo tako, da zamenjamo
predznak vsem i-jem in zapisemo konjugirane vrednosti vseh kompleksnih koli¢in.
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Za primer vzemimo Schrédingerjevo enacbo, kjer so vse koli¢ine realne, razen imagi-
narne enote ¢ in valovne funkcije W:
_O0U h? O*V
th— =

5 = omas TV@Y.

Preprosto zamenjamo predznak vsem imaginarnim enotam ¢ in vsem kompleksnim kolici-
nam dodamo zvezdice. Konjugirana Schrédingerjeva enacba je tako:

oUt  h% 920

S T Tom 022

+ V(x)U*.

S konjugati dobimo tudi uporabne identitete. Velja namrec¢

*
Rez = z —;Z , (2.7)
Imz =" _22 (2.8)
Poleg tega velja tudi
|2|? = 22*, (2.9)

kjer je |z| absolutna vrednost kompleksnega Stevila, ki jo bomo spoznali v nadaljevanju.

2.3 Trigonometri¢na oblika
Ce uvedemo polarne koordinate namesto kartezi¢nih, dobimo trigonometri¢no obliko
kompleksnega stevila:

z=r(cosf +isinf). (2.10)

S skice namreé¢ razberemo, da velja Re(z) = rcos€ in Im(z) = rsin6.

Im
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Razdaljo od izhodis¢a do kompleksnega Stevila |z| = r imenujemo modul ali abso-
lutna vrednost kompleksnega stevila. Két 6, merjen v radianih, pa imenujemo argu-
ment kompleksnega Stevila, ki ga oznac¢imo z arg(z). Naceloma lahko zavzame vse realne
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vrednosti, kadar pa se nahaja na intervalu —m < 6 < 7, pa ga imenujemo glavna vre-
dnost argumenta kompleksnega Stevila. Ce je # argument nekega kompleksnega Stevila,
potem so vsi ostali mozni argumenti tega Stevila oblike 6 + 2kn, k € Z.

Iz trigonometri¢nega lahko v algebrski zapis prehajamo tako:

a=rcosf, b=rsinf. (2.11)

V obratni smeri pa velja tole:

b
r=+Vva?+b2, tanf = o (2.12)

S tem dobimo sicer le tangens argumenta. Kvadrant argumenta moramo dolociti z razmi-
slekom oziroma s skico.

2.4 Eulerjeva formula
Trigonometricno obliko pa se da zapisati Se na lepsi nacin, kar bomo v nadaljnjem
izpeljali.

Sinus in kosinus se lahko zapise v obliki neskonéne potencéne vrste (vrsta, ki ima ne-
skon¢no ¢lenov oblike a;z"). Velja:

1_3 .’175 oo ; m2’H—1
S S A — =) 2.13
LG =T — o + o ;)( ) (2i + 1)1 (2.13)
2 4 o0 2i
T N
cosx =1 51 I 1l —;( 1) ehik (2.14)

Sedaj zelimo najti krajsi zapis za izraz cosz + isinz. Izkaze se, da kljuc lezi v ekspo-
nentni funkciji z osnovo e = 2,71828... ., ki je posebna zato, ker ima od vseh eksponentnih
funkcij najlepsi razvoj v potenéno vrsto. Velja namrec

2 3 4 X i

T _ Tt N
=14zttt _Z (2.15)

Obicajno bi lahko to vrsto uporabljali le v kontekstu realnih Stevil, toda poskusimo
sedaj vstaviti imaginarno Stevilo:

of '3 T T (2.16)

=cosx +¢sinx.
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Pri tem smo posebej locili imaginarni in realni del ter ugotovili, da je realni del enak
cos x, imaginarni pa sinz. Ugotovitev imenujemo Eulerjeva formula:

e = cosx +isinz. (2.17)

To nadvse navdusujoco relacijo med eksponentno in trigonometri¢cnima funkcijama
bomo sedaj bolje raziskali. Vstavimo z = 7 in dobimo:

€™ =cosm+isinT = —1. (2.18)

Ugotovitvi pravimo Eulerjeva identiteta:
€™ 4+1=0. (2.19)

Nadvse ¢udovita identiteta nam povezuje temeljne matematicne koli¢ine e, ¢, 7, 1 in
0, zato o Fulerjevi identiteti mnogi pravijo, da je primer matematicne lepote. Imenovana
je tudi za najlepso matemati¢no identiteto.

2.5 Trigonometricne funkcije

Zanimiva uporaba Eulerjeve identitete se pojavi pri redefiniciji trigonometri¢nih funk-
cij. Zapisimo izraza za €' in e **:

€ =cosz +isinz, (2.20)

e = cosx —isinz. (2.21)

Upostevali smo, da je kosinus soda in sinus liha funkcija. Ce seStejemo oba eksponenta,
dobimo dvakratnik kosinusa. Ce pa odStejemo oba eksponenta, pa dobimo z 2i zmnozen
sinus. Dognanja strnemo:

2.6 Eksponentna oblika

Uporabimo sedaj Eulerjevo formulo, da krajse zapiSemo trigonometri¢no obliko za-
pisa kompleksnega Stevila z = r(cosf + isinf), ki jo imenujemo eksponentna oblika
kompleksnega Stevila:

z=re?. (2.22)

Ponovno je r = |z| absolutna vrednost, § = argz pa argument. Eksponentna oblika je
Se posebej primerna za mnozenje, deljenje in potenciranje. Denimo, da z; = rie' in
29 = T26i92:

2129 = (rlewl) . <r26192> = (rlrg)ei(91+92). (2.23)
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Ocitno preprosto zmnozimo modula obeh $tevil in sestejemo njune argumente. Po-
dobno poteka tudi pri deljenju. Stevilo v eksponentni obliki lahko enostavno tudi poten-

ciramo na celo $tevilo n:! N
(T€Z9> = phein? (2.24)

Sedaj tudi bolje vidimo, zakaj velja e!™ = —1. To je namre¢ kompleksno stevilo z
velikostjo 1 in argumentom 7, kar vidimo da ravno ustreza —1. Podobno lahko preprosto
vidimo, da velja e'™/2 = i, saj je to Stevilo z velikostjo 1, ki ima argument 7/2. Ce je
argument veckratnik od 27, potem bo $tevilo lezalo na pozitivni realni osi. Ce je njegova
velikost 1, torej velja:

ek =1 keZ. (2.25)

Omenimo $e, da vedno velja sledec¢a formula za poljubni kompleksni stevili a in b:

e%eb = et (2.26)

'Pri kompleksnih $tevilih ta formula v splosnem ne velja za poljuben n € R, le za celostevilski n.
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