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1. Vektorska analiza
1.1 Vektorski operatorji
Naloga 1.1 (Griffiths 1.15 & 1.18).
V-:v=
—6xz
V Xv= 2z
322
Naloga 1.2 (Griffiths 1.25).
(a)
V2T = —3sinzsinysin 2
(b)
2
Vv = | 62
0

Naloga 1.3 (Griffiths 1.27).
e’sinylnz
vT — | € cosylnz
e*siny

z

e®cosy e*cosy
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1.2 Integrali na vektorskih poljih
Naloga 1.4 (Griffiths E1.6).

Pot (1).
Razdelimo pot na dva dela: od (1, 1, 0) do (2, 1, 0) in od (2, 1, 0) do (2, 2, 0).
(a) Pot je
1+t
rt)=1 1 |; te][0,1]
0
dt
dr=10

o o O
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10]

Izrazimo vektorsko polje s parametrom ¢:

y? 1

v(it)=[22(y+1) | =12(1+1)

0 0

Integriramo:
1
/ v‘dr:/ 1dt =1.
(Da 0
(b) Pot je

t =

Izrazimo vektorsko polje s parametrom ¢:

(1+1)2
= [42+1)
0

v(t) = y

+1) )
Integriramo:

1
/(1)bv-dr:/[) [4(2+t)]dt = 10.

/ v-dr = 11.
(1)

Skupni integral je torej

Pot (2).
Pot parametriziramo tako:
14+t
r(t)=|1+4+t|; te]l0,1]
0
dt
dr = | dt
0

Izrazimo vektorsko polje s parametrom ¢:

y? (1+1)?
vit)=[2z(y+1) | =20 +1)(2+1)
0 0

Integriramo:
1
/ v-dr:/ [(141)2 +2(1 +t)(2 +t)] dt = 10.
(2) 0

S to nalogo lahko jasno vidimo, da je v splosnem integral vektorskega polja po krivulji
odvisen od ubrane poti.
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Naloga 1.5 (Griffiths E1.7). Po vrsti poracunamo prispevke vseh ploskev:
(i) =2, dS=dydz%, v-dS=2zzdydz=4zdydz, torej

2 2
//v-dS:4/ dy/ zdz = 16.
0 0

(i) =0, dS=—-dydzx, v-dS= —2zzdydz =0, torej

//v dS = 0.

(iii) y =2, dS=dadzy, v-dS=(z+ 2)dzdz, torej

//V~dS:/02(:c+2)dx/02dz:12.

(iv) y=0, dS=-dzdzy, v-dS=—(z+2)dxdz, torej

//v-dS:—/02(x+2)dx/02dz:—12.

(v) z=2, dS=dzdyz, v-dS=y(z?—3)dzdy=ydzdy, torej

2 2
//V-dS:/dm/ ydy = 4.
0 0

//v-dS:16+0+12—12+4:20.

Skupen pretok je torej

Naloga 1.6 (Griffiths E1.8). Tri integrale lahko poracunas v poljubnem vrstnem redu: sedaj
bomo najprej integrirali po x (ki ima meje 0 in (1 — y)), potem po y (ki gre med 0 in 1)
in na koncu z (ki gre med 0 in 1):

3 1 1—y
///TdV:/ {/y[/ xdx]dy}dz:
o Jo 0
L3, ! 5 1 1 3
== 1— —-.9.- -2
2/02dz/0( yIydy =595 =2

1.3 Osnovni izreki

Naloga 1.7 (Griffiths E1.9). Najprej izracunamo gradient:

y2

VT = | 2zy

Dobimo:

iii
V obeh primerih (i + ii oz. iii) dobimo integral po krivulji enak 2. Res, integral gradienta
mora biti neodvisen od poti (odvisen le od zacetne in konéne tocke) in enak

/bVT~dr:T(b)—T(a):2—0:2.



Matematicna orodja v fiziki in astronomiji Elektromagnetizem — Resitve

Naloga 1.8 (Griffiths E1.10). Divergenca je
V.-v=2z+y).

Volumenski integral divergence je

(V.v)dV =2 o 1(:1:—i-y)da:dydz:2 1dz 1 }—i-y dy =2
o Jo Jo 0 0 \2

Za desno stran osnovnega izreka o divergencah je potrebno poracunati integral ¢p v - dS.
To naredimo (analogno kot v nalogi 1.5) za vseh Sest ploskev in dobimo (v drugem delu
enacbe sem zaporedoma napisal prispevke ploskev i, ii, iii, iv, v in vi v tem vrstnem redu):

1 1 4 1
dS=>—-4+-—414+0=2.
#V ds 3 3—|-3 3-1- +0

Naloga 1.9 (Griffiths E1.11). Rotor je

422 — 2x
V Xv= 0
2z

Za dano orientacijo roba ploskve (ki gre v nasprotni smeri urnega kazalca) po pravilu
desne roke kaze ploskev v pozitivno smer z. Ploskev je torej dS = dydzX. Za to povrsino

je x = 0, torej
1 1 4
//(VXV)~dS:/ / 422 dydz = —.
o Jo 3

Integral po krivulji razdelimo na 4 kose:

(i) =0, z=0, v-dr=3y’dy, fv-dr:f013y2dy:1.
(i) =0, y=1, v-dr=42%dz, fv-dr:f01422dz:%.
(ili) x =0, z=1, v-dr=3y?dy, fv-dr:flo3y2dy:—1.
(iv) =0, y=0, v-dr=0, [v-dr= [ 0d>=0.

% d 1+ 1 1+0 1

v-dr = - — =—.
3 3

Naloga 1.10 Rezultat bomo izracunali na dva nacina:

(1) Vektorsko funkcijo v sfernih koordinatah lahko izrazimo tako:

1

UT:ﬁ, vg =0, vy =0.

S formulo za divergenco v sfernih koordinatah dobimo:

Vev= 77<T UT) + rsin@%(smave)—i_ rsinf ¢  r2or (T =0

(2) Uporabimo dejstvo r = (z,y, 2) in r = /22 + y? + 22 ter dobimo:

iy r IR+ Yy + 22
2 (2242 4 22)32

Po definiciji seveda velja

_ Ovx Oy | Ovs
Oz y 0z




Matematicna orodja v fiziki in astronomiji Elektromagnetizem — Resitve

Najprej izracunamo prvi ¢len:

(?;Z = ;’x(as(ﬁ +y? + 22)’3/2) = (22 + 2 + 2232 =322 (2 + > + 22) /2.

Podobno storimo se za druga dva ¢lena in dobimo

V'V:3(%2—|—y2—|—Z2)3/2—3(IE2—|—y2—|—22)($2+y2+22)_5/2:0.

Sedaj preverimo rezultat z osnovnim izrekom za divergence: za vsako obmocje V velja

///V(v-v)dvzg][évv.ds.

Za V si izberemo sfero s polmerom R. Povrsinski integral ima konstanten integrand, zato
je enak kar

ﬁgvv-dS:éleQ};-f':Zlﬁ

Rezultat je presenetljiv, saj smo prej izracunali, da je V - v = 0, torej bi moralo veljati
tudi [[[(V -v)dV = 0. Ali se moti osnovni izrek za divergence ali mi?

Se enkrat razmislimo o problemu. Zgoraj smo izracunali, da je integral divergence
po volumnu za vsako sfero enak 4w. Enostavno si lahko predstavljamo, da mora biti
torej divergenca povsod enaka 0, razen v izhodiscu, kjer mora biti njen integral enak 4.
Spomnimo se, da je funkcija delta taksna, da je nenicelna le v izhodis¢u (kjer je neskoné¢na),
njen integral pa je enak 1. Rezultat lahko res zapiSemo s tridimenzionalno posplositvijo
funkcije delta:

V. (:;) = 4783 (r).

Kako pa to, da smo prej na dva nacina dobili odgovor 07 Postopka nista bila veljavna za
izhodisce, saj v teh primerih delimo z 0. Res, vidimo da smo povsod drugje dobili pravilni
odgovor — divergenca je enaka 0. Nas sklep je v bistvu bil, da ko se zelo priblizamo
izhodiscu, se divergenca bliza 0. Sedaj pa vidimo, da je to popolnoma res — toda v samem
izhodiscu je divergenca neskoncna.

Problem je zelo relevanten za elektrostatiko, kjer je osnovna enacba Gaussov zakon.
Za tockasti naboj ¢ v izhodi$éu zapisemo gostoto naboja p = ¢d3(r) in Gaussov zakon se
glasi:

v.E="2 = L5,
€0 €0

7 zgornjim rezultatom ugotovimo, da velja ravno

I BT
v (477607"2> 606 (x).

Sklenemo lahko, da je elektri¢no polje tockastega naboja podano z

q T
g--4 %
deg 12

Temu pravimo Greenova funkcija Gaussovega zakona. S principom superpozicije pa lahko
z Greenovo funkcijo dobimo elektri¢no polje poljubne porazdelitve naboja.



Matematicna orodja v fiziki in astronomiji Elektromagnetizem — Resitve

1.4 Potenciali

Naloga 1.11
V. .F; =0.
V XF;=2z¥%.
V. .-Fy=3.
V x Fy=0.

Prvo polje je brezizvirno, drugo pa brezvrtinéno. Prvo polje lahko torej zapisemo kot rotor
nekega vektorskega potenciala — takSen je recimo

0
A1: 33‘3/3 —>F1:VXA1.
0

Drugo polje pa lahko zapisemo kot gradient nekega skalarnega potenciala — taksen je
recimo

1
‘/2:_5 (x2+y2—|—22) — Fy =V

Spomnimo se izraza za Hookov zakon:
F = —kr.

Podobno torej lahko ugotovimo, da lahko taksno silo zapiSemo kot negativni gradient
funkcije

1
W, = Sk (22 + 42 +22) — F = -V,

ki jo seveda ze poznamo kot proznostno potencialno energijo vzmeti.

Se nadaljugje . . .
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